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Avant-propos

Signaux et systémes est la discipline qui, d’'une maniere générale, analyse les signaux et traite
la commande des systémes. Elle revét donc un caractére trés important dans le domaine
industriel auquel elle apporte a la fois des solutions, des méthodes d’étude ainsi que des
démarches systématiques d’analyse.

Ce document couvre I’étendue de ces méthodes et correspond globalement aux programmes
de master I électromécanique de département électromécanique. Le lecteur y trouvera donc,
séparés en plusieurs parties : analyse des signaux a temps continu et discret, systémes a temps
continu et a temps discret, représentation d’état. Par une approche pédagogique progressive.
La présentation de cet ouvrage respecte 1’ordre chronologique dans lequel la discipline est en
général abordée et se compose de six parties correspondant aux thémes essentiels couverts par
I’automatique.

La premiere partie concerne 1’étude des signaux analogiques et numériques. Deux chapitres
sont consacrés a cette partie. Le chapitre I contient I’ensemble des notions essentielles a
I’é¢tude générale des signaux. L’analyse des signaux avec la série de Fourier et leur
transformation pour les deux cas discret et continu montrer avec la deuxiéme chapitre.

Le chapitre III est consacrée aux méthodes de base de la mod¢lisation des systémes linéaires
continus. Elle contient I’ensemble des notions essentielles a 1’étude générale de I’automatique.
Le chapitre IV est consacrée a une branche essentielle des systemes : les systeémes a temps
discret. Toutes les notions présentées permettront a I’étudiant d’acquérir la maitrise d’une
discipline qui joue un rdle croissant dans le développement industriel de I’automatique.

Le chapitre V aborde la représentation d’état des systémes, partie beaucoup plus moderne de
I’automatique qui permet, grace a des modélisations différentes de celles abordées
jusqu’alors, d’appréhender des systémes plus complexes et de fournir des méthodes d’études
et des réponses scientifiques et technologiques plus précises aux problémes généraux liés a
I’automatique des systemes réels.

Dans I’ensemble de ce document, nous avons choisi de détailler tous les développements
théoriques de maniere simple permettant au I’étudiant d’accéder rapidement a une meilleure

compréhension de la discipline.
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Chapitre 1

Signaux a temps continu et discret
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1.1 Définition

Un signal est une quantité mesurable qui dépend du temps. Un signal est la représentation

physique de l'information, qu'il convoie de sa source a son destinataire.

Exemples :

Onde acoustique : courant délivrer par un microphone (parole, musique, ...)
Tension aux bornes d'un condensateur en charge

Images

Vidéos

Position d'un mobile M(t) ou M(X, y.,t).

1.2 Classification des signaux

On peut envisager plusieurs modes de classification pour les signaux suivant leurs propriétés.

1.2.1 Classification phénoménologique

On consideére la nature de 1'évolution du signal en fonction du temps. Il apparait deux types de

signaux :

Les signaux déterministes : ou signaux certains, leur évolution en fonction du temps
peut étre parfaitement modélisé par une fonction mathématique. On retrouve dans
cette classe les signaux périodiques, les signaux transitoires, les signaux pseudo-
aléatoires, etc...

Les signaux aléatoires : leur comportement temporel est imprévisible. Il faut faire
appel a leurs propriétés statistiques pour les décrire. Si leurs propriétés statistiques

sont invariantes dans le temps, on dit qu'ils sont stationnaires.

1.2.2 Classification énergétique

On considere I'énergie des signaux. On distingue :

Les signaux a énergie finie : il possede une puissance moyenne nulle et une énergie
finie.
Les signaux a puissance moyenne finie : il posséde une énergie infinie et sont donc

physiquement irréalisable.
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1.2.3 Classification morphologique

On distingue les signaux a variable continue des signaux a variable discréte ainsi que ceux
dont I'amplitude est discrete ou continue.
On obtient donc 4 classes de signaux :

e Les signaux analogiques dont I'amplitude et le temps sont continus

e Les signaux quantifiés dont 'amplitude est discréte et le temps continu

e Les signaux échantillonnés dont I'amplitude est continue et le temps discret

e Les signaux numériques dont I'amplitude et le temps sont discrets

1.2.4 Classification Symétrique

I1 y a quatre types de symétrie :
1. Symétrie paire

2. Symétrie impaire

3. Symétrie demi-onde

4. Symétrie quart-d’onde

Symétrie paire

Une fonction est dite paire si :
VAOAC)
C’est-a-dire qu’on peut faire une copie miroir autour de I’axe y.

Symétrie impaire

Une fonction est dite impaire si :

f@O= (1)

C’est-a-dire qu’on peut faire une copie miroir autour de I’axe y puis une copie miroir autour
de I’axe x.

Symétrie demi-onde

Une fonction périodique possede de la symétrie demi-onde si:

fO=-f(t-112)

C’est-a-dire que si on déplace la fonction d’une demi-période, puis on I’inverse (rotation
autour de I’axe x) et alors que cette nouvelle fonction est identique a I’originale, il y a
symétrie demi-onde.

Symétrie quart-d’onde

Le terme symétrie quart-d’onde décrit une fonction périodique qui a la symétrie demi-onde

mais aussi de la symétrie autour du point milieu entre les demi-cycles positifs et négatifs.
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1.2.5 Classification dimensionnelle

e Signal monodimensionnel 1D.
e Signal bidimensionnel 2D
e Signal tridimensionnel 3D

[.3 Signaux analogiques

1.3.1 Quelques sicnaux analogiques communs

1.3.1.1 Fonction signe

. —1 pour t<0
sgn(t) = {+1 pour t>0

sgn (1)

Ir_____

1

v

Figure 1.5 : Fonction signe

Par convention, on admet pour valeur a l'origine : sgn(t) =0 pour t=0.

1.3.1.2 Fonction ¢échelon

0 pour t<0
u(t)_{l pour t>0

u(t)
A

Y

Figure 1.6 : Fonction échelon
1.3.1.3 Fonction rampe
r(t) = t.u(t) r(t)
=1 _tm u(t)dr t

A 4

Figure L7 : Fonction rampe
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1.3.1.4 Fonction rectangulaire

1 |t| &=
our |—= prs
rect (E) = P T 4
T 0 |t| 5 1
pour T >
Rec(t/T)
]
1
-T2 T/2

Figure 1.8 : Fonction rectangulaire
On l'appelle aussi fonction porte.

1.3.1.5 Impulsion de Dirac

L'impulsion de Dirac correspond a une fonction porte dont la largeur T tendrait vers 0 et dont

l'aire est égale a 1.

__ oo pour t=10
5@)‘{0 pour t# 0

5(t)

Figure 1.9 : Fonction impulsion de Dirac.

1.3.1.6 Fonction « Triangle »

La fonction triangle prend les valeurs

v _ [1—=|t] pourl|t] <1
tie) _{ 0 sinon
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A trift)

4
~

-1 1

Figure 1.10 : Fonction triangle.

L.3.2 Caractéristiques des signaux analogiques

On verra ici quelques caractéristiques les plus communes des signaux, comme la valeur
moyenne, 1’énergie et la puissance.

1.3.2.1 Valeur moyenne

La valeur moyenne d’un signal x(f) périodique est obtenue selon :

1 T
X= ?L x(t)dt

1.3.2.2 Valeur efficace

La valeur efficace (ou RMS en anglais, Root Mean Square) est une mesure trés utile dans le

calcul de puissance. C’est une mesure de I’amplitude d’un signal variable. La définition est :

C’est la racine carrée de la valeur moyenne du signal au carré.

Exemple

Calculer la valeur efficace du signal
x(t) = A cos(wt)

11 faut tout simplement appliquer la définition :

T

2 L e L' o
Xrms = x(t)“dt = T A¢cos*(wt)dt
0 0

_A? T y _ A2
= ?fo S (1+ cos(Qwt)dt ==

Donge, la valeur efficace est :

A
Xrms — E

10
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1.3.2.3 Energie et puissance

L’énergie d’un signal est :
Bi= J' lx(t)|%dt

La puissance normalisée d’un signal est la moyenne dans le temps de I’énergie. Si x(7) est

périodique avece une période 7, la puissance du signal est I’énergic moyenne par période :

P=z] WOF

Ou on fait I’intégrale sur n’importe quelle période.

[.4 Signaux discrets

1.4.1 Définitions

Dans la rédité industriele, la complexité des systémes, ainsi que celle des traitements a

rediser, necessite souvent |le recours a des outils numeriques de traitement : ordinateurs,

caculateurs, systemes numeriques en tout genre.

Un signal discret ou échantillonné x[ ] est une séquence ordonnée de valeurs correspondant a

un index entier £ qui représente I’histoire en fonction du temps du signal.

Le signal discret ne donne aucune information quant a I"intervalle d’échantillonnage %, le

temps entre chaque échantillon du signal. Un signal discret est tracé en fonction de

I’¢chantillon % et non en fonction du temps. Pour représenter 1’origine du signal, le point ou &

= (), on utilise une fléche soit au-dessus ou au-dessous du chiffre correspondant a A=0. Ex:
x|k] ={1,2,4,8,...}

La figure I.10 montre un exemple de signal discret.

4]

Figure 1.10: Exemple de signal discret.

Un signal discret périodique se répéte a tous les N échantillons, et est décrit par :

x|k] = x|k £ nN| ol n=123 a

11
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La période N est le plus petit nombre d’échantillons qui se répetent. La période d’un signal
discret est toujours un entier.

1.4.2 Caractéristiques des signaux discrets

Pour un signal périodique, la valeur moyenne x., et la puissance P sont définis selon

1 N-—-1
Xav = ﬁz x[k]
k=0
N-1
P N AT
k=0

L’énergie d’un signal est :

E= i |x[k]I*

k=—0o0

Exemple

Calculer la valeur moyenne et la puissance d’un signal périodique
x[k] = 6 cos(2mk/4) de période N = 4.

Une période de ce signal est (k=1, 2, 3, 4) :

x1[k] = {6,0,—6, 0}

La valeur moyenne est :

3

1 1

Xavzzzx[k]zz(6+0—6+0):0
k=0

et la puissance est :

3
1 1
p :Zzlx[k]lz = 7(36+0+36 +0) = 18W

n=0

1.4.3 Signaux discrets communs

On retrouve les mémes signaux communs en temps discret qu’en temps continu, soit

I’impulsion, I’échelon et la rampe. L’impulsion, par définition, est :

_ (1 pour k=0
8[k] = (0 pour k#0
La fonction échelon discréte est :
_ (0 pour k<0
ulk] = 1 pour k=0

12
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La fonction rampe est :

_ (0 pour k<0
r[k]_{k pour k>0

Quelques autres fonctions utiles sont les fonctions rect et tri. La fonction rect(n/2N)

représente un pulse centré a I’origine, de largeur totale 2N.

(k> {1 pour |k| <N
rect|—) = .
2N 0 pour ailleurs

La fonction tri crée un triangle d’amplitude maximale 1 centré a 1’origine, de largeur totale a

la base de 2N.

t'(k) 1—m pour |k| <N
ri{ oy N

0 pour ailleurs

13
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Chapitre 11

Analyse des signaux analogiques et

discrets

14
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I1.1 Traitement du signal analogique

I11.1.1 Représentation temporelle et fréquentielle d'un signal

Un signal peut étre associ¢ a deux représentations contenant la méme quantité d'information :
représentation temporelle et représentation spectrale.

La représentation spectrale montre l'importance de la contribution d'une composante a la
fréquence dans le signal f(7).

On passe d'une représentation a 'autre par "transformation de Fourier".

I1.1.2 Série de Fourier

Une des méthodes les plus utiles dans I’analyse des signaux est la série de Fourier. La série de
Fourier permet de transformer n’importe quel signal périodique en une somme de sinusoides.
Le signal résultant est la somme de trois sinusoides dont la fréquence est chaque fois un
multiple de la fondamentale fo. On peut donc prendre un signal périodique complexe et le
simplifier a des sinusoides.

11.1.2.1 Définition

Le mathématicien francais Jean-Batiste Fourier découvrit qu’on pouvait transformer
n’importe quel signal périodique en une somme de sinusoides. Donc, pour une fonction

périodique quelconque f'(¢), Fourier démontra qu’on pouvait faire 1’équivalence suivante :

f@t)=a,+ z a, cos(nwgyt) + bysin(nwyt)

n=1
Ou ay, an et b, sont les coefficients de Fourier, et an est la fréquence fondamentale. Les
fréquences qui sont des multiples entiers de an (comme 2an, 3an, etc.) sont nommeés les
harmoniques. Par exemple, 2an est la deuxieéme harmonique, 3 ay est la troisiéme harmonique,
et ainsi de suite.

11.1.2.2 Coefficients de Fourier

Les coefficients de Fourier sont obtenus selon les équations suivantes :

to+T

a, = T . f(t)dt

to+T
a, = —j f(t) cos(nwyt) dt
t

0

to+T
b, = —f f(t) sin(nwgyt) dt
t

0

Remarquer que a. est la valeur moyenne du signal.

15
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11.1.2.3 Symétrie et les coefficients de Fourier

Le type de symétrie d’un signal peut simplifier le calcul des coefficients de la série de Fourier.
Selon le type de symétrie, certains des coefficients de la série de Fourier sont nuls.

Symétrie paire

Pour des fonctions paires, on peut démontrer que les coefficients de Fourier sont :

2 T/2
== t)dt
T/2
a, == f(t) cos(nwyt) dt
T Jo

b, =0

Symétrie impaire

Pour des fonctions impaires, on peut démontrer que les coefficients de Fourier sont :

a,=0
a,=0
4 T/2
b, = T f(t) sin(nwyt) dt
0

Symétrie demi-onde

Pour des fonctions ayant de la symétrie demi-onde, on peut démontrer que les coefficients de

Fourier sont :

a,=0

a, =0 pour z pair

a, = ifT/z f(t) cos(nwot)dt  pour n impair
7)o

b,=0 pour n pair

b, = %fOT/Zf(t) sin(nwot) dt pour » impair

Symétrie quart-d’onde

Une fonction périodique qui a la symétrie quart-d’onde peut toujours €tre rendue soit paire ou
impaire en faisant un choix approprié¢ de ¢ = 0. Pour une fonction ayant

La symétrie quart-d’onde, si on la rend paire, alors

a,=0

a, =0 pour 7 pair

a, = ngT/A'f(t) cos(nwyt) dt pour »n impair

b, =0
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Pour une fonction ayant la symétrie guart-d’onde, si on la rend impuaire, alors
2 b

a,=0
a,=10
b, =0 pour n pair

o %f;‘/‘;f(t) sin(nwyt) dt pour n impair
Exemple 1
Soit le signal pair x() de période T, défini sur [0, 77/2] par :

_( X pourt€[0,T/4[
x(t) = [_)( pour t € [T/4,T/2|

x(t)

X

T2 -T/4 4 T

Figure 11.1 : Signal de I’exemple 1

Calculer la série de Fourier de signal x().
Le développement en série de Fourier donne
x(t) = ag + Xpeq @, cos(nwt)
La fonction x(t) est pair et a une symétrie demi onde donc b,=ao=0
Avec w = =
T

4X (nzfr)

T/2 4X
e ?f x(t) cos(nwt) dt = m([gin(nmc)]g/’l — [sin(nmt)]j;ﬁ) = Esin
0

. . nm
Pour n pair sin (?) =0

Posons n = 2k + 1, alors sin (2—”) = (—1k d’on

4X (—1)* 4X
a, = et x(t)= —z
=

—F
11 cos(2k + 1wt

T 2k +1 2

Exemple 2

Soit le signal en dents de scie symétriques x(f) de période T
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4Xt 0 TJ
— sur [0, —
x(t) = T 4
B 5 T7
T sur 7,71
x(2)
% |
T2 3T/4 T
| |
I T - l
0 T/4

Figure IL.2 : Signal de I"exemple 2
Le développement en série de Fourier donnera :
L) = Z b,, sin(nwt)
n=1
Avec w = 2% et

T T
g, ks F”t it t)dt+f§[_4m+2}{] iratide
n = T s T SIMirna) % T SINL L)

T

4 14X
b =7{=|

4}([
TTIT

T

PPN

1 , 4 g |
—— sin(nwt) — —t cos(nwt) ] — >— sin(nwt) — —t cos(nwt)
néw nw 0 n¢w nw

T

1 2
2L coscran)]
= cos(nwt) };

En posant n = 2k+1, ce qui donne :

_8X (-1)*
kT 2 (2k + 1)2
8X voo (DK .
%(t) = ﬂ—22k=0m51n((2k + l)mtj.
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11.1.2.4 Formes alternatives de la série de Fourier

Il y a deux autres fagcons d’exprimer la série de Fourier : on peut utiliser une forme polaire, ou

forme exponentielle. La forme polaire est la suivante :

ft) =a,+ Z A, cos(nwyt + 6,)

n=1
Ou A4, est défini selon :
Ap = ay — jby
La forme polaire est plus utile pour faire des graphiques. Il est plus facile de comprendre des
graphes d’amplitude et de phase que de regarder des sinus et cosinus pour comprendre le
comportement d’un signal. Cependant, lors de calculs mathématiques (dans un logiciel), il
peut y avoir des erreurs si on utilise la notation polaire, a cause des approximations des
radians et les fonctions trigonométriques inverses.

La forme exponentielle est :

f@© = i Cpelm@ot

n=-—oo

Ou

t0+T i
C, = —f f(t)e Inwotqt

T,

0
La forme exponentielle est obtenue a partir de la relation d’Euler. Cette représentation de la
série de Fourier est souvent plus facile a utiliser lors de calculs mathématiques ou lors de la
programmation.

11.1.2.5 Spectre d’amplitude et de phase

Une fonction périodique est définie par ses coefficients de Fourier et sa période. Si on connait
a., a., b.et T, on peut construire (). Si on connait an et bn, on connait aussi I’amplitude An et
le déphasage 6, de chaque harmonique.

On peut représenter graphiquement une fonction périodique en termes de I’amplitude et de la
phase de chaque terme de la série de Fourier. On appelle ceci le spectre de la fonction. Ce
graphe permet de visualiser quelles fréquences ont une amplitude importante ; dans certains

cas, la majorité du signal est contenu dans quelques harmoniques.
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Exemple 3

Dans le cas d’un signal sinusoidal pur (Figure 11.3) décrit par I’expression suivante :
x(t) = Xsinwt

Nous voyons apparaitre une amplitude X pour un signal sinusoidal de pulsation @ (ou de
fréquence f). Ces 2 informations, trés importantes sur le plan d’une analyse de réseau,
peuvent étre portées sur un graphique qui porte en ordonnées I’amplitude de la sinusoide,
sa fréquence étant portée sur I’axe des abscisses. Cette représentation graphique liée au

signal x(f) est la représentation spectrale du signal x(7) (Figure 11.4).

x(1) 4

-

X o

>
t
.
T
Figure IL.3 : Signal sinusoidal
Amplitude
A
X
f= 1 Fréquence

T

Figure I1.4 : Spectre du signal x(7)
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Exemple 4

Un courant i(¢) est décrit par la relation mathématique suivante :

Js’{i] =1 sur une demi période

lz’(_t) =—1I sur une demi période

La figure I11.5 donne une représentation temporelle de i(1)

i(1) a
+ 1
T2 T
® Y >
0 t
T
=1
|

Figure IL5 : Créncaux de courant

Le calcul de la série de Fourier de ce signal i() donne 1’expression suivante :

P 4.7 47 | 4.1 417 | ) -
i(t) = —sinwt + —sin3wl + —sinSaxt +---+ ——sin not (n impaire)
T Iz Sr nrw

Ce signal n’a pas de composante continue, il est composé :

: : 4.7
- D’un signal sinusoidal de fréquence f'(celle du signal de base) d’amplitude —
T

4.1
- D’un signal sinusoidal de fréquence 3/ d’amplitude —
3z

; ; v 4.1
- D’un signal sinusoidal de fréquence 5/ d’amplitude o
7

Cette description permet d’établir la représentation spectrale (ou harmonique)

suivante (Figure 11.6)
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Amplitude des
4 composantes
harmoniques

I B >

»

Fréquence

f=Uur if 5f 7f

Figure I1.6 : Représentation spectrale (harmonique) de #(7)

[1.1.3 Transformée de Fourier

Dans la partie précédente, on a vu qu’on pouvait représenter une fonction périodique par une
somme de sinusoides. La transformée de Fourier permet de représenter des signaux qui ne
sont pas périodiques.

La transformée de Fourier est trés utile dans certains domaines comme les

télécommunications et le traitement de signaux.

I1.1.3.1 Définition

L’équation représente la transformée de Fourier :

F(w) = F{f ()} = f_ f()e/™de

La transformée inverse est donnée par :

Flt) = %[ZF(w)ejf”tdw
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Exemple 5
Faire la transformée de Fourier du pulse suivant :
)
F 3
Vo
0
-72 72

Figure I1.7 : Signal de I’exemple 5.

12

2 +
V(w) = f Ve ot dt

S

=Vt sinc(%)

En appliquant directement la définition, on obtient :

Fonction A F(w)
Impulsion 5(t) 1
Constante A 2wA6(t)
Signum Sen(?) E
jw
1
Echelon u(t) 8(e) + —
Jjw
- —at 1
Exponentiel e~ "u(t) . >0
a+ jow
Exponentiel complexe g~ J@ot 26 (w — wy)
Cosinus cos(wet) u(t) | m[d(w + wy) + §{w — wy)]
Sinus sin(wet)u(t) | jr[d(w + wy) + 5w — wy)]

Tableau 11.1 : La transformée de Fourier de quelques fonctions usuelles
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11.1.3.2 Propriétés

S(t) S(f)
Linéarité as(t) + pr(t) aS(f) + BR(f)
Translation s(t — tg) e 2t S(f)
Conjugaison s*(t) S*(=1)
Dérivation d"s(t) G2rf)"S(f)
dtm
Dilatation s(at)aveca # 0 1 s (]_c )
lal " \a
Convolution s(t) *r(t) S(f)-R(f)
Dualité S(@) s(-/)

Tableau I1.2 : Les propriétés de la transformée de Fourier.

11.1.3.3 Théoréme de Parseval

Le théoreme de Parseval permet de faire le lien entre 1’énergie d’un signal en fonction du

temps et I’énergie en fonction de la fréquence. Puisque la fréquence et le temps sont deux

domaines qui permettent de d’écrire complétement un signal, il faut que 1’énergie totale soit la

méme dans les deux domaines. Le théoréme de Parseval est :

| Zfz(t)dt - | ZIF(w)IZdw

I1.2 Traitement du signal discret

11.2.1 Transformé de Fourier discreéte

11.2.1.1 Définition

La transformée de Fourier discréte est donnée par :

N-1

Xorr[k] = ) x[n]e~s2mkn/

n=0

La transformée inverse (IDFT), qui permet de retrouver le signal x[#], est :

N—-1
1 )
x[n] = N E Xprrlk] eJ2mkn/N
k=0
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Exemple 5

Calculer la DFT du signal suivant :
x[n] =1{1,2,1,0}

Dans ce cas-ci, on a N=4 , on calcul les valeurs :

kZO:XDFT[O]: x[n]30:1+2+1+0+4‘

DM D

k=1:Xppr[1l = ) x[n]e/™/2 =1+ 2e™/™2 4 7" +0 = —j2

S
I
o

k=2:Xppr[2]= ) x[n]e /™ =1+2e /" +e /2" +0=0

k=3:Xppr[3] = ) x[n]e 3™/2 =1+ 2e7 /32 4 7137 4 0 = j2

DM B

=0
La DFT est donc : Xppr = {4,—j2,0, 2}

S

11.2.1.2 Propriétés

Linéarité : kx[n]< kXppr[k]

Additivité : x;[n] + x;[n]<= X, [k] + X, [k]
Repliement : x[—n]<Xppr[—k]
Déphasage : x[n — s]<> e /2™kINX ) o [k]

Convolution périodique : x[n] * y[n] <=Xppr k] Yprr[k]

11.2.1.3 Théoréme de Parseval

Puisque le domaine du temps et de la fréquence sont équivalents pour représenter un signal,
ils doivent avoir la méme énergie. On appelle ceci la loi de Parseval. Pour la DFT, on

I’exprime de la facon suivante :

N-1 1 N/2

2 _ - 2
Y xml == > XK
i=0 k=—N/2
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Exercices sur le chapitre 11

Exercice N°1

Calculer les coefficients de Fourier pour la fonction de la figure suivante :

\ I!.ll

i(t)

Solution N°1

La premiére chose a faire est de chercher pour de la symétrie. La fonction est impaire, et de
plus, posséde de la symétrie demi-onde et quart-d’onde. Puisque la fonction est impaire, ao=
0, et a» = 0. A cause de la symétrie demi-onde, b, = 0 pour les valeurs paires de n. A cause de

la symétrie quart-d’onde, 1’équation de b, pour les valeurs impaires de » est :

el T/4
b, = —J‘ i(t)sin(nwyt)dt
T Jo

Dans I’intervalle 0 < ¢ <T/4, I’équation de i(¢) est :

41, "

i(t) = T

Alors,

T
8 14l
b, = ?J; ?mt sin(nwgt)dt

. T/4
321, (sm(nwnt) tcos(nwyt) ) /
= T2 T
T néwg nwy g
Slm . nm . .
= 2,2 S n est impair

La représentation en série de Fourier de i(7) est :

) 81, = 1 _ommy
iHt)= —z Z —3sin (7) sin(nwgt)

n=123
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Exercice N°2

Calculer la décomposition en série de Fourier d’un signal carré d’amplitude A4 et de période T’
s(1)

—Af-—- -
T
Solution N°2
Pour # pair, 4,—0
4 T/4 4 T/4
Ay = —f s(t) cosnwt dt = —J. Acosnwt dt
T J T Jo

Calculons cette expression dans le cas n impair :

44 (T/4 4Asinnwt]™* 44 [sin(nwT/4)
A, = — cosnmtdt:—[ ] =—|—7=-0
T Jy T nw |l 1 nw
A 2A n—1
— i -_ = T
A, — sin(nm/2) = (-1)

Exercice N°3

On considere la fonction s(#) définie par :

) 2T
s(t) =sinat pour 0 <t< =y

s(t) = 0 partout ailleurs

Calculer latransformée de Fourier de ce signa

Solution N°3

Le signal s(7) peut se décomposer sous la forme d’une différence de deux signaux :

s(t) = 5,(t) — s,(t)
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s,(t) = sinat pour t=0
Et

s,(t) = sinat pour t>=-—

Dans ces conditions::

Le signal s(7) étant & énergie finie, on en déduit I’expression de la transformée de Fourier :

; a _Jj2nw
$G0) = =z (1= )

a 2rw 27w
az_wz(l—cosT+,{5m )

S(w) =

Exercice N°4
On considére |afonction () représenté sur lafigure suivante :
s(t) =0 pour t< 0

s(t) = e * pour t =0 aveca>0

s(r)
1

0
Cdculer I’ énergie totale de ce signal a partir de son expression temporelle et vérifier I égaité
de Parseva en cd culant cette méme energie a partir del’ expression de sa transformee de
Fourier.

Solution N°4

L éenergie totale du signal, d aprés son expression temporelle est :

+oo +co e—Zat 60 1
E=[ swde=[ e =[ ] o)
0 0 0

—2a 2a

Par ailleurs, |a transformée de Fourier du sgna s obtient @sément (puisqu'il s'agit d'un

signa aénergiefinie), a partir de satransformée de Laplace :

i
S = — S(j =
(p) pta = (;w) jw+a

1
Vw? + a2 B \Mn:zfz + a

1SGa)l = [S(HI =

D’ aprés |’ égalité de Parseva, on doit avair :
+co
E=| Is¢prar
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Cdculons cetteintégrae :

1 (*°  df 1 [2n . amf1t®
——2 2= Z—arcan—
4me )_ fz_l_(zi) 44 |l a a l_o
T
_ 1 [TL'+TL']+°°_ 1
" 2mal2 2l . 2a

Ce qui permet, effectivement, de vérifier I’ égalité de Parseval.
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Chapitre 111

Transformée de Laplace et systémes

analogiques
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II1.1 Systéemes a temps continu

I11.1.1 Définition

Un systéme est un bloc mathématique qui permet de transformer un signal quelconque. Le
systéme de base a une entrée et une sortic. Le systéme peut représenter un phénomeéne
physique, comme un thermomeétre, ou 1’entrée est un signal électrique et la sortie est la
chaleur. Un systéme peut aussi représenter un réscau de transmission de données, ou un filtre

numérique dans un ordinateur. Une représentation générale est donnée a la figure I11.1 :

x(1) | . ¥
sysléme S

Figure 111.1 : Représentation générale du systéme a temps continu

Pour les systémes a temps continu, les équations qui relient la sortie a I’entrée sont
typiquement des équations différentielles. Les systémes étudiés ici sont tous des systémes
linéaires. Ils possédent quelques caractéristiques trés importantes.

IIL.1.2 Linéarité

Un systéme est dit linéaire s’il posséde deux caractéristiques : homogénéité, et additivité. Une
troisiéme propriété, I’invariance dans le temps, n’est pas strictement nécessaire pour la
linéarité, mais est une composante importante dans la plupart des techniques d’analyse de
signaux.

L’homogénéité, ou proportionnalité, veut dire qu’une variation dans 1’amplitude au signal
d’entrée produit une méme variation d’amplitude a la sortie. C’est-a-dire, si on applique un
signal x(7) a un systéme et qu’on obtient une sortie y(f), alors une entrée kx(z) produira une
sortie ky(1), comme montre cette figure

S1
x(1) Systéme | W)

’ h@t g

Alors - =
kx(d) Systeme ky(f)
e — h(l)  —

Figure IIL.2 : Principe de ’homogénéité
L’ additivité veut dire que si on applique 2 (ou plus) signaux a I’entrée, la sortie est la somme
individuelle de leur réponses. Ex : soit un systéme oul on applique une entrée xi(¢) qui produit

une sortie y1(7), et une entrée x2(7) produit une sortie y2(7). Si le systéme posseéde I’additivité, si
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on applique les deux enirées en méme temps, xi1(f)+x2(f), la sortie sera yi(f) + y2(f). Un

exemple est donné a la figure suivante :

Si
xi(t) Systéme ni(?)
- " My T
XE(f) . Systéme y'_.'_(f)
: h(t) ’
Alors
xi{)txa(h) Systéme i)+ ya(t)

' h(®) ’

Figure 111.3 : Principe de L’additivité.

II1.1.2.1 Propriéetés des systémes linéaires

Réponse Impulsionnelle

La réponse impulsionnelle est une caracténistique trés importante des systémes. Si I’entrée a
un systéme est un pulse &), alors la sortie est appelée la réponse impulsionnelle h(t), comme
montre la figure III .6. On peut démontrer que si on connait la réponse impulsionnelle, on peut

calculer la sortie pour n’importe quelle entrée (pour un systéme linéaire).

x(O=A1 Systéme . WO=h(1)
—> Tk

Figure IIL.6 : La réponse impulsionnelle d’un systéme

La réponse impulsionnelle est donc trés importante pour caractériser les systémes physiques.

Il suffit d’envoyer un pulse de courte durée puis mesurer la réponse pour étre capable de
trouver la réponse a n’importe quelle entrée. Un exemple de ceci est la communication entre
une tour ¢t un téléphone cellulaire. Pour savoir comment les signaux vont étre réfléchis par les
édifices, les voitures, les arbres, il faut la réponse impulsionnelle du systeme. On envoie un
pulse entre la tour et le téléphone cellulaire, ce qui permet par la suite d’¢liminer les
réflexions et ainsi avoir le signal original, la voix, qui est per¢u correctement par utilisateur.
Avec la réponse impulsionnelle, on n’a pas besoin de connaitre tous les détails du

fonctionnement d’un systéme.

111.1.3 Convolution

La convolution est un outil trés important dans le calcul de la sortie d’un systéme.
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Pour n’importe quelle entrée x(7), on peut trouver la sortie p(f) si on connait la réponse

impulsionnelle /(7). La convolution est donnée par :
ﬂ0=J‘huM@—&M1=1 h(t — )x(A)dA

Remarquer le changement de variable : on fait I’intégrale selon A, mais la réponse est en
fonction du temps £.
On utilise plus souvent une représentation simplifiée pour noter la convolution :

y(t) = h(t) * x(t) = x(t) * h(t)
Ou on lit “la convolution de A(t) avec x(t)”. La notation A(t) * x(¢) implique qu’on utilise la
forme intégrale

Pour des systémes réels, la sortic est nulle pour 7 < 0, et on peut done simplifier I"intégrale a:

{5
ﬂﬂ:fh@k@—mﬂ,
0

II1.2 La transformée de Laplace

111.2.1 Définition de la transformée de Laplace

La transformeée de Laplace d’une fonction est donnée par 1’expression suivante :

I&f@)}=~L f(te=dt

Ou le symbole L{f(t)} veut dire la transformée de Laplace de f ().

On utilise aussi I’expression F(s) pour décrire la transformée de Laplace :

F(s) = L{F())

La transformée de Laplace permet donc de transformer le probleme du domaine du temps au
domaine de la fréquence. Lorsqu’on obtient la réponse voulue dans le domaine de la
fréquence, on transforme le probléme a nouveau dans le domaine du temps, a I’aide de la

transformée inverse de Laplace. Le diagramme de la figure II1.7 illustre ce concept.

Demai Transformée de Laplace
cmame Demaine de
du temps fréquence

Transformée inverse

Y
de Laplace
Demaine | | prace Analyse du

dutemps | systeme

Figure I11.7: Le diagramme de transformation
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L’avantage principal d’analyser des systemes de cette fagon est que les calculs sont beaucoup
plus simples dans le domaine de Laplace. Dans le domaine de Laplace, les dérivées et

intégrales se combinent a 1’aide de simples opérations algébriques ; pas besoin d’équations

différentielles.
Exemples
Pour la fonction échelon :
[ee) o 1
L{u(t)} =[ f(®)e stdt = f le stdt = 5
0 0

La transformée de Laplace d’un exponentiel décroissant est :

L{e~at} = f - 1

e~ Ato—stdt =f e-(@t+s)t g —
0 0 s+a

[ee]

Le tableau suivant présente la liste des transformées de Laplace les plus courantes.

Fonction At F(s)
Impulsion 4(t) 1
Echelon u(t) 1
s
Rampe tu(t) 1
s2
Polynéme (général) t"u(t) n!
Sn+1
Exponentiel e~ yu(t) 1
s+a
Cosinus cos(wt) u(t) S
s? 4+ w?
Sinus sin(wt) u(t) w
s? + w?
Cosinus amorti e~ cos(wt) u(t) (s+a)
(s +a)? + w?
Sinus amorti e~ “sin(wt) u(t) w
(s +a)? + w?

Tableau III.1 : Les transformées de Laplace les plus courantes
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111.2.2 Propriétés

La transformée de Laplace a plusieurs propriétés intéressantes qui rendent le calcul de
fonctions complexes plus simple. On note entre autre la linéarité, dérivée et les théorémes de

valeurs finales et initiales. Le tableau suivant montre ces propriétés.

Propriétés Théoréme Nom
1 « Définiti
L1 = FG) = | f@ede chinition
0
2 LIkf(t)] = kF(s) Linéarité
3 LIfi(t) + fo(®)] = F,(s) + F,(s) Linéarité
4 Lle ™ f(t)] = F(s + a) Translation
5 LIf(t —1)] = e ™F(s) Retard temporelle
6 1 _ /s Proportionnalité
Llaf®] =—F (=)
7 d*f Dérivée
L [ﬁ = SnF(S)
8 t F(s Intégration
L[ff(r)dr]z ) 8
0 s
9 f(o0) = ling sF(s) Valeur finale
S—
10 f(0) = lim sF(s) Valeur initiale
S—00
Tableau II1.2 : Les propriétés de transformée de Laplace
Convolution

La convolution est plus simple dans le domaine de Laplace :

L{h(t) * x(1)} = H(DX(s)

II1.3 Transformées inverses

Apres avoir multiplié les transformées de Laplace de /(7) et x(¢), pour obtenir la réponse finale
dans le domaine du temps, il faut faire la transformée inverse. L’expression obtenue est
souvent une fonction rationnelle de s : c’est le rapport de deux polyndomes de s. Pour la

plupart des systémes physiques, I’expression obtenue est une fonction rationnelle de s. Si on
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peut inverser n’importe quelle fonction rationnelle de s, on peut résoudre les problemes de
convolution.
De fagon générale, il faut trouver la transformée inverse d’une fonction qui a la forme

N(s) aps™+ ap_1s™ 1+ --+a;s+a

F = =
) = D(5) = 5™ + byrs™ 1+ ¥ bys ¥ by

On peut écrire I’expression de F(s) sous une autre forme :
(s+2z)(+23)..(s+2zp)
(s +p)(s +P2) . (s + pn)

Ou z; est appelé un zéro de F(s): ce sont les racines du numérateur, et pi est appelé un péle de

F(s)=k

F(s) : ce sont les racines du dénominateur. De fagon générale, F(s) est appelée la fonction de
transfert.
Exemple :
2
(s+1D(s+2)
On peut écrire :
2 K, K,
GIDG+2) G+D G+2)

F(s) =

F(s) =

K1:2

Pour trouver K3, on fait le méme processus, sauf qu’on multiplie par (s + 2) cette fois.

Donc,
2 N -2
s+1 s+2

Qui donne la transformée inverse suivante :

f@) = (2e™" = 2e7*)u(t)

Note : La fonction u(f) doit étre appliquée a toute transformée inverse. Cependant, pour

F(s) =

alléger le texte, on n’écrira plus le u(7).

I11.4 Théoreme de la valeur initiale et valeur finale

Les théorémes de la valeur initiale et de la valeur finale sont utiles parce qu’ils permettent de
calculer F(s) a partir de /() a 0 ou co. On peut donc calculer les valeurs initiales et finales de /
(7) avant de faire la transformée inverse d’une fonction, pour s’assurer si le tout fait du sens.

Le théoreme de valeur initiale est :

lim f(t) = lim sF(s)
t-0 S—00
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Il y a une seule restriction pour I'utilisation de ce théoréme : f{r) ne doit pas contenir
d’impulsions.

Le théoréme de la valeur finale est :

i ) =l sF (o)

La restriction pour I"utilisation de ce théoréme est que la partie réelle des poles de F(s) doit

étre négative.

Exemple

Calculer la valeur finale de /(1), si
3

Fls) =

s(s?2+2s+5)

On applique le théoréme (les poles de /(s) ont des parties réelles négatives).

; ; 3 _
F(e=) = sk () = I T as ¥ 5 =

On peut confirmer ce résultat avec la valeur calculée de f(7).

0.6

[11.5 Fonction de transfert

Soit un systeme quelconque, donné par la figure suivante :

x(?) W)
»  Systtme

Entrée Sortic

La fonction de transfert d’un systéme est donnée par:

Elle permet de relier la sortie d’un systéme a son entrée.
Pour les expressions de modélisation,

Y(S) _ b()Sm' + blsn]'_l + "t + bm
X(s)  aps"+a;s" + -+ ay,

Habituellement, n>m.

La fonction de transfert est une représentation mathématique d’un systéme. Cette fonction
peut &tre une représentation de divers systémes (mécanique, électrique, etc..).

On obtient la fonction de transfert d’un systéme a partir des équations différentielles qui
décrivent ce systéme, avec des conditions initiales nulles. C’est un modéle du systéme,

indépendant du signal d’entrée et de 'amplitude (et donc un systéme linéaire).
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Les poles et les zéros

Les poles de F(s) qui sont les racines du dénominateur X(s) ; ils déterminent complétement la
partie transitoire (oscillation et amortissement) des réponses temporelles.
Les zéros de F(s) qui sont les racines du numérateur Y(s) ; leur effet n'intervient que sur les

amplitudes des composantes temporelles des signaux f{t).

Exercices sur le chapitre 111

Exercice N°1

Trouver la transformation de Laplace des fonctions suivantes :
1. x(t) = e”®u(t).
2. x(t) = sinwt u(t).

3. x(t) = e *sinwt u(t)
Solution N°1

1. x(t) = e u(t)

X(s) =f0

X(s) = [—

+00 +oo
e~ xePtdt =f e~ (@)t gs
0
+00
e—(a+p)t] — 1
a+p

a+p 0

2. x(t) = sinwt u(t)

+00

X(s) = f sinwt X e™St dt
0

+0o0 ejwt _ e—jwt 1 +oo oo
_ f Xe Stdt=— [f e—(s—jwt g f e—(s+jw)tdt]
0 2j [ Jo 0

2j
—1><[ 1 1 ]_ w
2 Is—jow s+jwl s?+ w?
3. x(t) = e"*sinwt u(t)
X(s) = ——
s C (s+a)?+w?

Exercice N°2

Trouver la transformation de Laplace de la fonction :

f(t) = 2e7tcos 10t — t* + 6e =10y (t — 10)
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Solution N°2

2(s+1) 24 N 6e10s
(s+1)2+100 s5 s+1

F(s) =

Exercice N°3

Trouver I’origine des fonctions suivantes :

25+3
L. F(S) T s(s+3)
10
2. F(s)= GinGiD?
100
3. F(s) = (52+25)(5+2)
Solution N°3
25+3 A B
L. F(S) - s(s+3) - ; m
A=1B=1
F(s) = ! + !
)= s s+3
f®=0+e3)u)
B 10 _ A A 42 As
2. F(s) = (s+4)(s+2)3 ~ s+4 + (s+2)3 ~ (s+2)% ~ s+2
5 5 5
A:_Z; A1=5; AZZ_E;A3= Z
-5/4 5 2 5/4
Donc:F(s)=S/+ - o

+4 (s+2)3 (s+2)2 ~ s+2
_ 5 -4t 4 S.2 -2t _ 5. -2t 5 -2t
f) = Le st Ste™ + e

100 A B C
= + +—
(s2425)(s+2) s+5j s-5j s+2

3. F(s)=

A =1.86xe/1582: B = 1,86 x e /1582, C = 3.45
f(t) =3.45e72t + 3.72 cos(5t — 158.2)
Exercice N°4

Soient les deux systemes A et B définis par ces équations différentielles :
Aly+y=e(t).
B/ y + 4y + 4y = 3x + 2x.

Déterminer la fonction de transfert de ces systémes.
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Solution N°4
Aly+y=e(t).
(s2+1)Y(s) = E(s)
G(s) = Y(s) 1

E(s) (s2+1)

B/ § + 47 + 4y = 3% + 2x.
(s2+4s+4)Y(s) = (3s + 2)X(s)
Y(s) 3s+2

X(s) (s+2)?

G(s) =

Exercice N°5

Soient les fonctions de transfert suivantes :

G _ 20
1(s) = s(s+1D(s+4)
10
Gy(s) =

s(s+2)(s—1)?

Trouver I équation différentielle de chaque systéme.

Solution N°5

1. Gy(s) = ﬁ)"(sm
Y(s) 20 20
E(s) (s24+s)(s+4) s3+5s2+4s
Y+ 59+ 4y = 20e

10
s (s+2)(s—1)?

2. Gy(s) =

Y(s) 10
E(s) S*—3s2+2s

4
Y —3j + 2y = 10e
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Chapitre 1V

Transformée en Z et systéemes

numériques
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IV.1 Systéemes discrets

Un systeme a temps discret est un systeme ou I’entrée et la sortie sont des signaux discrets.
Les systemes étudiés ici sont des systemes lin€aires. Il est donc bien important de comprendre
les caractéristiques des systemes linéaires.

Les systémes linéaires discrets possedent les mémes caractéristiques que les systémes

linéaires continus.

IV.2 Transformée en Z

IV.2.1 Définition

La transformée en z est I’équivalent dans le domaine discret de la transformée de Laplace
pour le domaine continu. L’utilisation principale de la transformée en z est le design de filtres
numériques.

La forme standard de la transformée en z est :

[oe]

X(z) = Z x[n]z™™

n=—oo

Exemple 1
Si X(z)=1—-2z"14+052z"2% ona
x(k)=0,Vk<Oou Vk>2; x(0)=1; x(1) =-1;s(2) =0.5
Exemple 2
Calculer la transformée en z du signal suivant :
x(k) =ad*, vk=>0
La transformée en z est :

o ak 1 z o qa
X(z)=z—= = si |—|<1
z 1-2 z-a z
k=0 VA

IV.2.2 Transformée en Z des signaux élémentaires

Impulsion unité (k)

6(0)=1 etd(k)=0 pour k>0
Z[6(k)] =6(0) =1
Echelon unité u(k)

Zlu()] =14z 1+z2 4+ +z7k

Est une série géométrique de raison z~1, d’ot

1
Z[u(k)]=1—z‘1=z—1
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Signal rectangulaire rect(k)

Zlrect(K)] =1+z t+z72 4 + 27 KD

Zrect(0) = -2
rec =
Signal exponentiel
z
Z[e‘“"Tu(k)] = m a€C
IV.2.3 Propriétés de la transformée en z
Propriété Signal Transformée en z
Déphasage x[k-s] z75X(2)
Réflexion x[—k] ¥ (1)
z
Echelonnage akx[k] % (E )
a
Convolution x(k) = h(k) X(z)H(z)

Tableau IV.1 — Propriétés de la transformée en z

IV.3 Théoréme de la valeur initiale et finale

Le théoréme de la valeur initiale est :
x[0] = lim X(z)

Z—00
Le théoréeme de la valeur finale est :

x[eo] = lim(z — 1)X(2)

I1V.4 Equations récurrentes

Pour un systeme linéaire, discret ou analogique échantillonné d’entrée x et de sortie y, on a

m n
D ayle— =) gtk =)
i=0 =0
Ou aussi
m n
Zaiy(k+i)=23jx(k+j) n<m
i=0 =0

m : I’ordre de systeme.
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IV.5 Fonction de transfert échantillonnée

Tout comme la transformée de Laplace permet de trouver la fonction de transfert d’un
systeme, la transformée en z permet de trouver la fonction de transfert d’un systéme discret.
Pour un systéme discret, la fonction de transfert a la forme :

Y(s)  bg+biz7t +byz7% .+ bz
CX(s) 1+az7l+azz?++ayz

dénominateur.

On peut exprimer la fonction de transfert selon :
(z = 21)(Z = 23) ... (Z = 2Zn)
(z=p)(zZ—p2) . (z = Pi)

Si on suppose que les facteurs communs aient ét¢ annulés, les racines du numérateur sont

H(z) =K

appelés les zéros et les racines du dénominateur sont appelés les poles.

IV.5.1 Diagramme des poles et zéros

99,90

On peut tracer les poles et les zéros sur un graphique, les poles étant représentés par des ’x” et
les zéros représentés par des cercles.

IV.5.2 Réponse d’un systéme

La réponse y[n] d’un systéme ayant une réponse impulsionnelle 4[z] soumis a une entrée x[#n]
est donnée par la convolution y[n]= x[n]*h[n]. La convolution se transforme a une

multiplication dans le domaine z. On a donc :

Y(2)
X(2)

Y(2) =X(2)H(2) ou H(z) =

On peut aussi représenter un systeme en fonction de son équation aux différences.

IV.5.3 Stabilité

La stabilité est un critere important dans le design de systeémes. Un systéme instable ne
répondra pas selon les critéres définis et donnera des erreurs a la sortie. Dans des cas graves,
des systemes électroniques instables peuvent endommager des €équipements. On doit porter
une attention particuli¢re a la stabilité des systemes.

Pour un systeme causal, les poles de la fonction de transfert doivent €tre a 1’intérieur du cercle

unitaire dans le plan z. Ceci provient des observations suivantes :
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1. Poles a I’extérieur du cercle unitaire : donnent une croissance exponentielle méme si
I’entrée est finie.

2. Plusieurs poles sur le cercle unitaire : produit une croissance polynomiale.

3. Pole unique sur le cercle unitaire : peut produire une croissance exponentielle. Le

systéme est marginalement stable.

La ROC (région de convergence) d’un systéme stable doit toujours inclure le cercle unitaire.

IV.6 Transformée en 7 inverse

Le calcul de la transformée inverse x(k) d'une fonction en X(z) peut se faire selon deux
méthodes :
1. Par décomposition en éléments simples de X(z)/z puis en utilisant la table de

transformées.
Exemple 1 :
2z
(z—=1)(z—-0.5)
X(2) B 2 4 4
A (z—=1)(=z-05) z—1 z-05
x(k) = 4 — 4(0.5)%

X(z) =

Exemple 2 :
¥ _1+2z‘1+4z‘2_4 oL 3
(2) = 1+2z71 - 1+2z71
x(k) = =26(k) + 46(k — 1) + 35(—D* u(k)

2. On peut aussi calculer les premiéres valeurs de x(k) en effectuant une division de

polynomes :

X(2)===1+2z"144z"2 ...

z-2 -

On retrouve les premieres valeurs de x(k) : x(0) =1 ; x(1)=2 ; x(2)=4.

IV.7 Transformée unilatérale

La transformée unilatérale est une transformée pour les signaux causals, ou x[k] = 0 pour k <

0. La définition est :

[oe]

X(2) = Z x[k]z~*

k=0
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La plupart des propriétés vues auparavant s’appliquent a la transformée en z unilatérale.

IV.7.1 Déphasage

Pour un signal déphasé vers la droite, la propriété est :
xlk —s] =z75X(2)
Pour un signal déphas¢ vers la gauche, la propriété est :

x|k +s] =2z°X(2)

IV.8 Réponse en fréquence

On peut obtenir la réponse en fréquence d’un systéme discret si on remplace z = e/>™Fdans la
fonction de transfert H(z). C’est la DTFT de la réponse impulsionnelle 4[n]. De facon

générale, on sépare I’amplitude et la phase.

Exemple

Tracer la réponse en fréquence de la fonction suivante :

H(Zz) =———
@ 1-3z71

La premiére chose  faire est de remplacer z = e/2™F :

Pour trouver I’amplitude il faut séparer les parties réelles et imaginaires :

1 1
—3e~J2mF 1 — 3(cos(2nF) + j sin(2wF))

H(z) = 7

Et on trouve I’amplitude :

1
|y (F)] = \/1 —cos(2nF) + 9

Et la phase
1- cos(2nF)>

p(F) = tan™* ( 3sin(27F)

IV.9 La transformée en 7 et I’analyse de systémes

La transformée en z unilatérale est un outil utile pour analyser des systeémes linéaire qui sont
décrits par des équations aux récurrences ou fonctions de transfert. La solution est plus simple
dans le domaine z parce que la convolution devient une multiplication. Pour obtenir la réponse

dans le temps, il faut faire la transformée inverse.
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IV.9.1 Systéemes définis par une équation aux récurrences

Pour un systéme définit par une équation aux récurrences, la solution est basée sur la
transformation de 1’équation aux récurrences en utilisant les propriétés de la transformée en z
et en appliquant les conditions initiales. On va ensuite faire la transformée inverse en utilisant
I’expansion en fractions partielles.
Exemple
Soit un systéme définit par une équation de récurrence :
y(k+1) =0.5y(k)+ e(k)
L’entrée est un échelon unitaire avec y(0) =0
Trouver la sortie y(k).
Solution
La transformée en Z du systeme :

zY(z) —0.5Y(z) = E(2)

Y(z) = E(2)

z—0.5
Z

Si I’entrée est un échelon unitaire alors E(z) = paw)

1 Z
(z—05)z—-1

Y(z) =

En décomposant en ¢léments simples :
Y(z) 1 2 2
z (z-1)(z-05 z—-1 z-05
Y(z) = 2z B 2z
z—1 z-05

y(k) = 2 —2(0.5)%

IV.9.2 Systéemes définis par une fonction de transfert

La réponse Y (z) d’un systéme est tout simplement la multiplication de 1’entrée et du systéme,
Y (z) = X(z) H(z). 1l est souvent plus facile de travailler avec la fonction de transfert que
I’équation aux récurrences.

Exemple

Soit un systéme

VA
H(z) ==

Calculer la réponse a I’entrée

x[k] = (2)*ulk]
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On transforme x[k] dans le domaine z :
z
z—2
11 faut ensuite multiplier X(z) H(z) :
2
(z —2)?
Et a ’aide de la transformée inverse (propriété de déphasage et transformée),

ylk] = (k + 1) (2)*ulk]

X(2) =

Y(z) =X(2)H(z) =

Exercices sur le chapitre IV

Exercice N°1

Calculer la transformée en z de la fonction causale suivante :

kol 12374 /5. «
x| 14641700

Solution N°1
X(2)=1+4z7 +6z72+4z 3+ 1z =z"*x (z+ 1)*
z+1\*
x@) = (2=
z

Exercice N°2

Calculer la transformée en z des fonctions suivantes.
1. x(k) = 6(k)u(k).
2. x(k) = a*u(k).
3. x(k) = sinkwT u(k).

Solution N°2
1. x(k) =6k)ulk)

X(2)= ) () xz*

X(2) = 5(0) = 1
2. x(k) = a*u(k)

48



Signaux et systémes A. Chérif

k
X(2) = Bi%akz* =55 (5) pour |5 <1
Z
X(z)=——
Z—aQa
3. x(k) =sinkwT u(k).

eij _ e—ij

sinkwT = 2]
X(@) = o {eleio"| - dleior} = —{—2 - — 2}
2j 2j\z —ejoT  z—e=JoT
zsinwT
X(Z) = z2-2zcos wT+1

Exercice N°3

1. Trouver la fonction f{(k) I’origine de F(z) par la méthode de décomposition en éléments

simples :
Fi(2) = z3 —2z% + 2z
ARV
2. Calculer la transformée en z inverse par la méthode de division des polynomes :
—z+ 72
E =—
2(2) 2+ 32+ 22

Solution N°3
1. La méthode de décomposition en éléments simples :
z3 —2z% + 2z
(z—-1*(z-2)
F,(2) z?—2z+2 Ay A, B
z (z—-—1)2(z—-2) - (2—1)2+Z—1+z—2

Ay =—-1; A= —1;B =2

Fi(z) =

-z z 2z
(z—1)2_2—1+z—2
fi(k) = (=k — 14 2" Yu(k)

2. Laméthode de division des polyndmes

Fi(z) =

—z+ 22
@ =037

F(z2)=1—42z"1+10272-22273 ...
folk) = 8(k) —46(k — 1) + 106 (k — 2) = 2265(k — 3) vevvvv v evn
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Exercice N°4
On considére un systéme échantillonné régi par la relation de récurrence suivante :
Sk, = 0.5¢e,_1 —0.65;,_1
1. Calculer la fonction de transfert en z de ce systéme.
2. Déterminer la valeur finale de 1I’échantillon de sortie, lorsque le signal d’entrée est un
¢chelon unité.

Solution N°4

1. La fonction de transfert en z de ce systeme

Sk = 0.5 €r—1— 0.6Sk_1

S(z) = 0.5z27'E(2) — 0.6z715(2)

G(z) = S(z) _ 05z 05
T E(z)  140.6z71  z+0.6

2. Lavaleur finale de I’échantillon de sortie, lorsque le signal d’entrée est un échelon

unité.

Lorsqu’on injecte un échelon unité a 1’entrée de ce systéme, on a :
0.5 z

X
z+0.6 z—-1

S(z) =G(z) XE(2) =
La valeur finale du signal de sortie est donc :
. T -1 — 1 0.5 —

kl_l)llloo Sk = Ll_rg(l z71)S(2) ng} —oc 0.3125.
Exercice N°5
On considere un systéme échantillonné de fonction de transfert :

1—2z71

—0.25z71 4+ 0.25z2

1. Etablir la relation de récurrence entre les suites d’échantillons d’entrée et de sortie.

G(z) = 1

2. Calculer les 4 premiers échantillons de sortie lorsque le signal d’entrée est un échelon
unite.
Solution N°S
1-2z71
1—-0.25z71 4+ 0.25z72

G(z) =

1. La relation de récurrence :

S(z) 1—2z71
E(z) 1-0.25z71+0.25272

S(z2)(1—-0.25z2714+0.25z272) = E(2) (1 —z7Y)
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D’ou: Sk — O.ZSSk_l + 0'258k—2 =€k — €1

2. Calcule des 4 premiers échantillons de sortie

Sk = € — €1 + 0'255k—1 - 0'2551(—2

Calculons les échantillons de sortie

k 0 1 2 3
ex 1 1 1 1
Sk 1 0.25 -0.188 -0.69
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Chapitre V

Modeles d’espace d’état en temps

continu et discret
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V.1 Représentation d’état des systémes continus

V.1.1 Définitions

La représentation d'état permet de modéliser un systeme dynamique sous forme matricielle en
utilisant des variables d'état. On se place alors dans un espace d'état. Cette représentation, qui
peut €tre linéaire ou non-linéaire, doit rendre compte de I'état du systéme a n'importe quel
instant futur si l'on posséde les valeurs initiales. Cette représentation peut étre continue ou

discréte.

V.1.2 variables d’état

Un systéme peut étre entierement décrit a 1'aide d'un ensemble de variables minimal. Les
variables d'état sont des grandeurs physiques continues du systeme (elles doivent étre
dérivables) et doivent étre indépendantes les unes des autres. Elles sont généralement
rassemblées dans un vecteur X. La connaissance de toutes les variables d'état a un instant ¢
doit permettre de connaitre toutes les valeurs du systtme a un instant ¢+df, cette
représentation n'est pas unique, un méme systeme peut étre décrit avec des variables d'état
différentes mais leur nombre est toujours le méme. Ce nombre, désigné par la lettre n,

représente 1'ordre du systéme.

V.1.3 Modélisation des systémes linéaires

Dans le cas général, le systetme peut avoir plusieurs entrées et plusieurs sorties. Soit 7 le
nombre de variables d’état, m le nombre d’entrées et p le nombre de sorties. Dans ces
conditions, la matrice de commande est toujours une matrice » xn, mais, cette fois, [B] est une
matrice n x m et [C] est une matrice p x n. Pour étre complet, il faut tenir compte d’une
possible relation directe entre entrées et sorties. La matrice [D], de dimensions mxp
représente ce lien. Signalons pour finir que les coefficients des différentes matrices peuvent

étre variables dans le temps.

Onaadors:

{X(t) = [AD]x(8) + [B()]e(t)
s(t) = [C(O]x(t) + [D(B)]e(t)

La premiére éguation s appelle I’ équation de commande. La seconde, équation d’ observation.
On adopte fréqguemment la représentation schématique de la figure V.2 pour illustrer cette

modélisation, dans cette représentation, les signaux sont en réalité des vecteurs.
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A

Figure V.2 Représentation schématique d’une modélisation d’état.

Si ces coefficients sont constants, le systéme est dit invariant et on a:

[:k(t) = [A]x(D) + [Be(t)
s(t) = [Clx(2) + [D]e()

V.1.4 Commandabilité d’un systéme

V.1.4.1 Définitions

Un systéme est dit commandable a D’instant 71 8’1l est possible de déterminer un signal
d’entrée e(f) sur I’intervalle [#1, 2] de maniére 4 amener le systéme de 1’état x(71) = x; vers
1"état x(12) = 0.

Si un systéme est commandable quel que soit 71, il est dit complétement commandable.
V.1.4.2 Critére de Kalman

Il existe de nombreux critéres de commandabilité ou de non-commandabilité. Le critére de

Kalman est I'un des plus couramment utilisés.
Un systéme est complétement accessible et complétement commandable si et sculement si les
vecteurs (B), [A] (B), [A]*(B), ..., [A]" }(B) sont linéairement indépendants.
Cet énoncé peut se traduire également de la maniére suivante : on définit la matrice de
commandabilité par la matrice formée des n vecteurs colonnes (B) , [A] (B), [A]* (B)., ...,
[A]" (B):

[C]=[(B) [AI(B) [A]*(B).. [A]"'(B)]
La paire |A], (B) est completement commandable si et seulement si la matrice de

commandabilité est réguliére, autrement dit si son déterminant n’est pas nul.
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Exemple 1
Soit le systéme régi par les équations d’état suivantes :
x(8) = [Alx(®) + (B)e(t)

Avec :

-2 -2 (1
[A]_[_1 _3] ot (B)—(_Z)
La matrice de commandabilité est formée de deux vecteurs:

[C]=1[(B) [AI(B)]

D’ou:
11 2
€=\_ ¢
Cette matrice est bien derang 2, étant donné que son déterminant n’est pas nul :
_|1 2)_
det [C1=|", £]=9

Le systéme est donc complétement commandabl e.

V.1.5 Observabilité de I’état d’un systéme

V.1.5.1 Définition

Un systeme est dit observable a un instant #1, si la connaissance du signal d’entrée et du signal
de sortie sur un intervalle de temps [#1, #2] permet de calculer 1’état du systeme a I’instant #1. Si
un systéme est observable quel que soit I’instant ¢#1, il est dit complétement observable.
V.1.5.2 Critére d’observabilité

On considére un systeme défini par :

{X(t) = [A]x(t) + [Be(t)
s(t) = [C]x(¢) + [Dle(t)

Ce systéme est complétement observable si et seulement si les vecteurs lignes (C) , (C) [A],
(C)[A]?, ..., (C) [A]"" sont linéairement indépendants.

Cet énoncé peut se traduire ¢galement de la maniére suivante : on définit la matrice
d’observabilité par la matrice formée des n vecteurs lignes (C), (C) [A], (C) [A]*, - - -, (O)
(Al
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©
(©[A]
[0] =| (C)[A]?
©[ap
La paire [A], (C) est completement observable si et seulement si la matrice d’observabilité est

réguliere, autrement dit si son déterminant n’est pas nul.

V.1.6 Relation entre la représentation d’état et la fonction de transfert d’un systéme

V.1.6.1 Représentation d’état a partir de la fonction de transfert

a) Représentation modale

Ce type de représentation, encore appel ée représentation paralée, convient particuliérement
bien a la représentation d’un systéme dont la fonction de transfert est placée sous la forme
d’ une somme. Soit G(s) safonction de transfert :

. S(p) __ ™ a; an
TE®) Gos) G-sn T Gosw

Cette écriture fait apparaitre la somme de n fonctions de transfert. En appelant Xi(s) la sortie

G(s)

du iéme bloc élémentaire, on a :

Xi(s) =
Et

1
E(s)=x; =pixi+e
(S_Sl) ( ) L pl i
s(t) = ayxq + azx, + -+ apxy,

Soit :

S1 0 1
x(t) = ( oo )x(t) + (E)e(t)
0 “+ Sp 1

s(t) =(a1 .. ap)x(t)

b) Représentation série

Ce type de représentation, convient particuliérement bien a la représentation d’'un systéme
dont la fonction de transfert est placée sous la forme d’un produit. Soit G(s) sa fonction de
transfert :

S _ a

E(p) (s=5s1)(s=52)...(s—5n)

Cette écriture fait apparaitre la somme de »n fonctions de transfert. En appelant Xi( p) la sortie

G(s) =

du i bloc élémentaire, on a :
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Xi = PiXi + Xi—1

Et
s(t) = ax,
Soit :
st . 0 1
s0=(1 . Y]x@+[?)ew®
0o . ;
s)=0 0 .. a)x(t

V.1.6.2 Passage de la représentation d’état a la fonction de transfert

On applique la transformation de Laplace aux équations d’ état :

x(t) = Ax(t) + Be(t)
{ s(t) = C x(t)

Et on tire la fonction de transfert de systéme :

G(s) = % — C(SI —A)"'B

V.2 Représentation d’état des systéemes a temps discret

V.2.1 Définition

ul(k)
Soient u(k)=| ... le vecteur de commande
um(k)
yl(k)
y(k)y=| .. le vecteur des observations
yp(k)
x1(k)
X(k)=| .. | levecteur d’état,
xn(k)

La représentation d’état d’un systeme discret prend la forme :
X(k+1)=AX(k)+ Bu(k)
y(k)=CX (k) + Du(k)

e nest’ordre du systéme
e en général, D =0, on a un systeme « propre »

e i B=0, systtme homogene, sans second membre

A, matrice d’état, C matrice d’observation, B de commande.
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V.2.2 Passage de I’équation différentielle a la représentation d’état

1/ Forme de commande :

Exemple 1
Y(2) 1
+3 +2y =u_ ou =
yn+2 yn+1 yn n U(Z) 22 +3Z+2
1(k
On pose : Xk=(x( )]ztykj
x2(k) Vi
xl(k +1)=x2(k)
Ona:
x2(k +1)=-3x2(k) - 2x1(k) + u,
X 0 : X, + 0
= u
Soit, A . L B
Yi = [1 O]Xk
Exemple 2

yn+2 + 3yn+1 + 2yn = 4un - 3un+1

Soit Y(Z): 4—-3z :Y(Z) X(z2) av
U(z) z°+3z+2 X(2)U(2)

X(z2) _ 1 ot Y(2)

5 =4-3z, d’ou l'on tire la représentation suivante (avec un
U(z) z"+3z+2 X(z2)

vecteur d’état X différent) :

0 1 0
X = P _3Xk+ luk

Vi :[4 _3]Xk

2/ Forme modale :

Pour obtenir une matrice d’état diagonale, on peut procéder en décomposant en éléments
simples (si les poles sont réels).
Exemple 3:
yn+2 + 3yn+l + 2yn = 3un+l
2
D(z)zY(Z)z : 3z __az bz :(a+b)z +(2a+b)z
U(z) z"4+3z+2 z+1 z+2 (z+1)(z+2)

_ 3z 3z _HIz) N H2(z)

z+1 z+2 U(z) U(2)
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Hl(z) _ 3z e H2(z) _ 3z
U(z) z+1 U(z) z+2
hl(k +1)=-hl(k)+3u,,,

h2(k +1)=-2h2(k) - 3u,,,

En identifiant, il vient: ou les équations aux

différences : {

-1 0 3
. : - H,, = H, + Upn
Représentation matricielle : 0 -2 -3

Vi :[1 1]Hk

V.2.3 Passage de la représentation d’état a la fonction de transfert en z
X, =4X, + Bu,
yk = CXk

—Z 5 2(X(2)-X,)=AX(z)+ BU(z)

soit )N((z) =(zl - 4)7" Bﬁ(z) (avec I matrice identité) et 57(2) = C)~((z) =C(zl - 4)™" Bﬁ(z) ,
d’ou I’on tire: D(z) = C(zI — A)~'B, matrice de transfert en z.

V.2.4 Solution de I’équation d’état discrete

X, =4X, + Bu,

v =CX,

avec X, conditions initiales

La solution de I’équation d’état s’obtient par récurrence :
X, = AX, + Bu,
X, =AX, +Bu, = A’ X, + ABu, + Bu,

X, =A4"X,+ A" Bu,+---ABu, , + Bu,_,
soit : X, = A*X, + GU
Le premier terme donne I’effet de la condition initiale X, le second celui de la commande ;

le vecteur U regroupe toutes les valeurs de la commande.

V.2.5 Commandabilité d’un systéeme a temps discret

La commandabilité des systemes a temps discret s’étudie exactement de la méme manicre que
pour les systémes a temps continu.

V.2.5.1 Accessibilité

Un systeme est dit accessible a I’état X(ko) s’il est possible de déterminer une suite
d’échantillons d’entrée e(k) sur I’intervalle [0, ko — 1] de maniére & amener le systéme de état
X(0) =0 vers I’état X(ko).

Si un systéme est accessible quel que soit X(ko), il est dit complétement accessible.

Remarque : les notions d’accessibilité, de commandabilité et de gouvernabilité sont encore

ici, généralement confondues.
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V.2.5.2 Critére de commandabilité

Un systéme est complétement accessible et complétement commandable si et seulement si les
vecteurs (B), [4] (B), [A]* (B), ..., [A]""! (B) sont linéairement indépendants.

Cet énoncé peut se traduire également de la maniere suivante : on définit la matrice de
commandabilité ou de gouvernabilité par la matrice formée des n vecteurs colonnes (B), [4]
(B), [AF (B), ....[A]"" (B):

[C]=[(B) [4I(B) [AI(B) ... [AI""'(B)]

La paire [A], (B) est complétement commandable si et seulement si la matrice de

commandabilité est réguliere, autrement dit si son déterminant n’est pas nul.

V.2.6 Observabilité de I’état d’un systéme

L’observabilité des systémes a temps discret s’é¢tudie exactement de la méme maniere que
pour ceux a temps continu.

V.2.6.1 Définition

Un systéme est dit observable a un instant k27, si la connaissance du signal d’entrée et du
signal de sortie sur un intervalle de temps [k1 7., k27e] permet de calculer I’état du systeme a
I’instant k> 7.

Si un systeme est observable quel que soit I’instant k> 7e, il est dit complétement observable.

V.2.6.2 Critére d’observabilité

Le critere d’observabilité est 1égerement différent pour les systemes a temps discret.

Un systeme est complétement observable si et seulement si les vecteurs colonnes
(OF, [AT1I(O)T, [AT]?(C)T, ..., [AT]*1(C)T sont linéairement indépendants.

Cet énoncé peut se traduire ¢€galement de la maniére suivante : on définit la matrice
d’observabilité par la matrice formée des n vecteurs colonnes
O [ATIO AT, ..o, [ATTHO)T

[0] = [(O), [ATI(O)T, [ATI2(O)T, ..., [AT]*H(O)T]

La paire [4], (C) est completement observable si et seulement si la matrice d’observabilité est
réguliere, autrement dit si son déterminant n’est pas nul.

V.2.6.3 Exemple

Considérons un systéme régi par les équations :

{x(k + 1) = [A]x(k) + (B)e(k)
s(k) = (O)x(k)

Avec
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[A]:[j 5] et (O)=01 -1

La matrice d’observabilité est définie par :
[0] = [(C)",[ATI(O)']

_[1 o© _
[0] = [_1 _1] = det [0] = -1

Le systeme est donc complétement observable.
Exercices sur le chapitre V

Exercice N°1

Déterminer les fonctions de transfert a partir des représentations d’état suivantes :

1. xz[(l) _11]x+[ﬂu; y=[0 1]x

2. 3’c=[_01 _12]x+[(1)]u; y=1[1 1]x.
Solution N°1

1. x=[(1) _11]x+[ﬂu; y=1[0 1]x.

G(s) =C(sI —A)"'B+D

(s1— )" =" J(; 1 ) ! 1)

G(s) = —

S+

2. 5c=[_01 _12]x+[(1)]u; y=1[1 1]x.

G(s)=C(sI —A)"'B+D

1 1 s+2 1
(sT=4) _s(s+2)+1(—1 s)

1
6 =51
Exercice N°2

Soient les fonctions de transfert suivantes :

20
1(9) = s(s+D(s+4)
10
Gy(s) =

s(s+2)(s—1)?

Proposer une représentation d’état pour chaque fonction de transfert.
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Solution N°2
A B C 5 20 1

LoG)=——22 A4 B C_5 201,

s (s+1)(s+4) s s+l  s+4 s 3 s+1

B _20EQ) | S5
3 s+1 3 s+4

Y(s) =5—
On choisit les variables d’états :
1
09 = {EG) ‘= e
X,(s) = S+—1E(s) = {xz =—-x,+e
X3 =e—4x
X3(s) = —E(s) : :

X 0 0 0\ /% 1
X5 0 0 —4/\xs 1
, (5 20 5) (x )
= - 2
3 3\,

10 A B ¢ C,

2 6O =gy s T T et

SEG) | 10 BG) _ 40E()

_E®)
Y(s) =5 s 9s+2 = 3 (s-1)2 9 s—1

Les variables d’états :

E
([ X,(s) =22 _
_ E(S) x1 =e
X3()_E(S) X3=e+x3
5(4 = X3 +X4
_ E@)
LX ( ) (S 1)2
X1 o 0 0O X1 1
X! _ [0 =2 0 O X + 1
/-0 0 1 0)\xs 1€
X4 0 0o 1 1 X4 0
X1
_ (5 5 40 10) X2
y 9 9 3/\”*3
Xq

Exercice N°3

On considere un systéme régi par I’équation d’état :

{x(k +1) = [Alx(k) + (B)e(k)
s(k) = (O)x(k)

| ®=(e«©=0 0

1 2
2 1

Calculer la fonction de transfert de ce systéme.

Avec: [A] = [

51

35+4
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Solution N°3
La fonction de transfert

G(z) = (C)(zl - A)™(B)

1 1 z—1 2
(”"A)l‘@+1xz-ax[z 424l

) B 1
@ =grnen 07" 20 ==

Exercice N°4
Trouver la représentation d’état paralléle et série du ce systéme

1

(@)= i De—Dez+3)

Solution N°4

La représentation d’état paralléle :

1 A B €
O = T De-DG+3) 742 7=4 7+3
1 1 1
A=—€}B:E;C:7
Sy =_LE@  1E@)  1E)
6z+2 42z—4  Tz+3
(X1(2) = 5 E(2) x; (k + 1) = 22, (k) + e (k)

Xy(2) = ﬁE(z) = {x,(k+1) = 4x,(k) + e(k)
X3(2) = —E(2) x3(k + 1) = 3x3(k) + e(k)
z+3

2 0 0\ /x1(k) 1
x(k+1)=<0 4 0) x, (k) +<1>e(k)

0 0 3/ \x3(k) 1

1 1 1
s =(-5 7 3%
La représentation d’état série :
S(z) 1
E(z) (z+2)(z—-4)(z+3)

E(2)

S(z) =

(z+2)(z—4)(z+3)
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_ @
%@ = z+2 x,(k +1) = —2x, (k) + e(k)
%@ = = xk+1) =x k) +4xk)
_ ke x3(k + 1) = x;(k) = 3x3(k)

X3(2) =

-2 0 0\ /[x1(k) 1
x(k+1)=<1 4 0) x, (k) +<0>e(k)

(z+2)(z—4)(z+3)

0 1 -3/ \xs(k) 0

s(k)y=(0 0 1)x(k)
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